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Optimizacija

» Sve vreme govorimo o Zelji da minimizujemo neke funkcije nad nekim domenom
(npr. nad R") po nekim promenljivim (tipi¢no w)

» Opsti problem optimizacije je obi¢no oblika:

in f
min f(x)

pri uslovima gi(x) <0 i=1

g ey

» Cesto necemo diskutovati ovakve uslove i razmatraéemo minimizaciju funkcije bez
dodatnih ograniéenja
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> Medutim, posto ne postoje egzaktne metode globalne optimizacije, govorimo o
lokalnoj optimizaciji i o nalazenju lokalnih optimuma

» Za funkcije koje su konveksne, pronadeni lokalni optimum je sigurno globalni
optimum

» Za funkcije koje nisu konveksne, pronadeni lokalni optimum ne mora biti globalni
optimum i tada moZemo zapasti u lokalni optimum

» Ipak, u praksi se pokazuje da je i to dovoljno dobro
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Pregled

Gradijentni spust
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Gradijentni spust

» Osnova svih metoda optimizacije

» Najjednostavnija i najpoznatija metoda optimizacije prvog reda (3to znadi da
koristi samo parcijalne izvode prvog reda) za diferencijabilne funkcije

» Podsetimo se, gradijentom nazivamo vektor parcijalnih izvoda

V(X1 ..., xn) = (8851”88:,,)
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Gradijentni spust

» Posmatrajmo grafik
funkcije greske za
koju traZimo
minimum
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Gradijentni spust

» Posmatrajmo grafik
funkcije greske za
koju traZimo
minimum

» Ovo je funkcija dve
promenljive i stoga je
gradijent
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<> .
X 9
\\‘"
AL
SS9

~ “ \’/' <
N

L S - ——— —-

T T e e w—— ——

[ //
0

~-9p



Gradijentni spust

» Posmatrajmo grafik
funkcije greske za
koju traZimo
minimum

» Ovo je funkcija dve
promenljive i stoga je
gradijent
dvodimenzioni vektor

» Gradijent zbog toga
crtamo kao polje
vektora (u nekim
izvorima se pogresno
prikazuje kao
tangenta na ovu
povr3)
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Gradijentni spust

» Za svaku tacku
funkcije x i y
gradijent u toj takki
koji nam govori u
kom pravcu funkcija
najbrze raste
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Gradijentni spust

» Za svaku tacku
funkcije x i y
gradijent u toj tacki
koji nam govori u
kom pravcu funkcija
najbrZe raste

> Sto funkcija brze
raste, to je vedi
intenzitet gradijenta
i obrnuto
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Gradijentni spust

» Za svaku tacku
funkcije x i y
gradijent u toj tacki
koji nam govori u
kom pravcu funkcija
najbrZe raste

> Sto funkcija brze
raste, to je vedi
intenzitet gradijenta
i obrnuto

» Na krajevima gde je
funkcija ravna,
gradijenti su ispali
kao tackice a gde je
vrlo strma, tu su
dugacki an 7/55
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Gradijentni spust

» Osnovna ideja svih
metoda prvog reda:
ako Zelimo da
dodemo do
minimuma funkcije,
treba da se kre¢emo
u smeru suprotnom
od gradijenta,
odnosno da nekako
oduzimamo gradijent
moZda pomnoZen
nekim skalarom i da
se kroz niz koraka
pribliZimo minimumu
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Gradijentni spust

» Da vidimo kako je formulisan gradijentni spust
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» Otkud nam ova tatka?

» Vrlo Eesto je nasumice inicijalizovana

> Ako imamo predstavu gde bi mogao biti minimum, moZemo inicijalizovati xg tako da
bude blizu

» Dalje, u svakom koraku (k je redni broj koraka) se pomeramo u narednu tatku
(xk) na sledei na&in:

Xk+1 = Xk — Oéka(Xk)

9/55



Gradijentni spust

» Da vidimo kako je formulisan gradijentni spust
» Pretpostavimo da kre¢emo od neke polazne tatke xg

» Otkud nam ova tatka?

» Vrlo Eesto je nasumice inicijalizovana

> Ako imamo predstavu gde bi mogao biti minimum, moZemo inicijalizovati xg tako da
bude blizu

» Dalje, u svakom koraku (k je redni broj koraka) se pomeramo u narednu tatku
(xk) na sledei na&in:

Xk+1 = Xk — Oéka(Xk)

» Skalar v nam dozvoljava da kontrolidemo duZinu koraka (duZinu vektora Vf(x)) i
samim tim brzinu kretanja

9/55



Gradijentni spust

> Sta se de¥ava kada je
« malo?
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Gradijentni spust

> Sta se de¥ava kada je
« malo?

> Kredemo se
malim koracima

NS

O
’;3:2;;,%
Nos” 7779 g
i

(1] /f,,

ey

=
<z

f i ——

90



Gradijentni spust

> Sta se de¥ava kada je
« malo?
> Kreéemo se
malim koracima
» Sporo ¢emo
konvergirati do
minimuma
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Gradijentni spust

> Sta se de¥ava kada je
« malo?
> Kreéemo se
malim koracima
» Sporo ¢emo

konvergirati do -1 *\\
s R
> Sta se defava kada je =TS

<>
« veliko? *\"‘

» Kreéemo se
velikim koracima
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Gradijentni spust

> Sta se de¥ava kada je
« malo?
> Kreéemo se
malim koracima
» Sporo ¢emo
konvergirati do
minimuma

> Sta se defava kada je
« veliko?
» Kre¢emo se
velikim koracima
» Moze se desiti da
presko&imo
minimum




Gradijentni spust

» Kako da izaberemo
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Gradijentni spust

» Kako da izaberemo
a?

» Ako se izabere
konstantno «, moZe
se desiti da se
priblizimo minimuma
i da onda osciliramo
oko te tacke
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Gradijentni spust

| 2

>

Kako da izaberemo
a?

Ako se izabere
konstantno «, moZe
se desiti da se
priblizimo minimuma
i da onda osciliramo
oko te tacke

Drugi pristup je da
se a smanjuje i za to
postoje razli¢ite
strategije

an 9n
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Gradijentni spust

P Karakteristike parametara « koji garantuju konvergenciju dati su
Robins-Monroovim uslovima:

[o.¢] o
Sa=x  Sal<oo
k=1 k=1
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Gradijentni spust

» Kada se zaustavljamo?

> Obi¢no se definiSe neka preciznost aproksimacije i kada je ona zadovoljena, mi
stajemo (¢)

» nakon unapred zadatog broja iteracija

» nakon ¥to razlika izmedu susednih koraka ||xx1+1 — Xxk|| postane manja od unapred
zadate vrednosti €

» nakon 3$to razlika izmedu vrednosti funkcije u susednim koracima |f(xx11) — f(xk)|
postane manja od ¢

» nakon 3to ova razlika u odnosu na polaznu vrednost funkcije
|f(xk+1 — F(xk)|/|f(x0)| postane manja od ¢

> Moguce je kombinovati i vise ovakvih kriterijuma.
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Gradijentni spust

» Koliko brzo ovaj algoritam konvergira?
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Gradijentni spust

» Koliko brzo ovaj algoritam konvergira?

v

Konstantan korak

> moguce je dokazati konvergenciju metoda ka pravom reSenju uz nesavladivu
gresku

P> Sto je korak vedi, do je i greska veca
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Gradijentni spust

» Koliko brzo ovaj algoritam konvergira?

'Funkcija f je Lipsic neprekidna ako postoji konstanta L, takva da za svake dve tatke x i y va¥i

IF(x) = f(y)| < Lx =yl
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Gradijentni spust

» Koliko brzo ovaj algoritam konvergira?

v

Promenljiv korak koji ispunjava Robins-Monroove uslove

P pretpostavimo da je funkcija koju minimizujemo konveksna i da ima LipSic
neprekidni gradijent!

> tada se moZe pokazati da je greska metode ||xx — x*|| u koraku k, gde je x* tatka

minimuma, reda O (%)

'Funkcija f je Lipsic neprekidna ako postoji konstanta L, takva da za svake dve tatke x i y va¥i

1£(x) = f)I < Llix =y
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Gradijentni spust

» Koliko brzo ovaj algoritam konvergira?

v

Promenljiv korak koji ispunjava Robins-Monroove uslove

» Pretpostavimo dodatno da je funkcija koju minimizujemo jako konveksna i da ima
Lipsic neprekidni gradijent

» tada se moZe pokazati da je greka metode ||xx — x*|| u koraku k, gde je x* tatka

minimuma, reda O (c¥) za neko 0 < ¢ < 1
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Gradijentni spust

» Koliko brzo ovaj algoritam konvergira?

v

Promenljiv korak koji ispunjava Robins-Monroove uslove

> pretpostavimo da funkcija koju minimizujemo nije konveksna i da ima Lipsic
neprekidni gradijent

P> tada se moZe pokazati da gradijentni spust i njegove varijante konvergiraju, ali
navedene brzine konvergencije ne vaZe
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Geometrija gradijentnog spusta

» Posmatrajmo grafik funkcije dve
promenljive
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Geometrija gradijentnog spusta

» Posmatrajmo grafik funkcije dve
promenljive

» Tamno plava je najmanja vrednost,
tamno crvena je najveca vrednost

» Gradijentni spust se kree nacrtanom
trajektorijom dok ne dode do
minimuma
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Geometrija gradijentnog spusta

» Pravac gradijenta u nekoj tacki je
normalan na konturu funkcije u toj
tacki
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Geometrija gradijentnog spusta

» Pravac gradijenta u nekoj tacki je
normalan na konturu funkcije u toj
tacki

» Kontura je skup svih tadaka koje
imaju istu vrednost

» Na posmatranom grafiku, za tacku
koja se nalazi na elipsi, njenu konturu
¢ine sve tacke na toj elipsi

» U sluéaju kakvih funkcija ¢e se na
osnovu ovog zapaZanja gradijentni
spust ponasati lepo, tj. brzo ¢e
konvergirati, a kada suprotno?
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Geometrija gradijentnog spusta

» Pokazuje se da gradijentni spust
sporije konvergira kada su konture u
obliku jako izduZenih elipsa (to se
desava kada su podaci jako korelirani)
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Geometrija gradijentnog spusta

» Pokazuje se da gradijentni spust
sporije konvergira kada su konture u
obliku jako izduZenih elipsa (to se
desava kada su podaci jako korelirani)

» U takvim situacijama, gradijentni
spust bira tacke koje leze duz cik-cak
putanje ka minimumu i broj koraka do

zadovoljavajuéeg reSenja moZe biti D
veliki \
P
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Geometrija gradijentnog spusta

» Pokazuje se da gradijentni spust
sporije konvergira kada su konture u
obliku jako izduZenih elipsa (to se
desava kada su podaci jako korelirani)

» U takvim situacijama, gradijentni
spust bira tacke koje leze duz cik-cak
putanje ka minimumu i broj koraka do

zadovoljavajuéeg reSenja moZe biti D
veliki \
P

» Qcito, pravac najbrZeg spusta uopste
ne mora biti pravac najbrZeg kretanja
ka minimumu

P2

» MoZemo potrositi znacajno vreme za
racunanje gradijenta koji je samo
lokalno optimalan
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Geometrija gradijentnog spusta

» Gradijent jeste pravac najbrzeg spusta

ali taj pravac nije direktan pravac ka
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Geometrija gradijentnog spusta

» Gradijent jeste pravac najbrzeg spusta
ali taj pravac nije direktan pravac ka
minimumu

» Cik-cak kretanje je velika mana
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Pregled

Metod inercije
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Metod inercije

» Postoji nacin da se cik-cak kretanje ublaZi

» Do cik-cak kretanja dolazi usled toga $to se pravac gradijenta menja naglo a u
gradijentnom spustu se strogo drzimo pravca gradijenta

» Videli smo da pravac gradijenta &esto i nije tako dobar pravac pa i nema potrebe
da ga se tako strogo drzimo

» S druge strane, posto gradijent naglo menja pravac, mozda bismo mogli da,
odstupivsi od njega, nekako konstruisemo novi pravac koji ne osciluje tako brzo
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Metod inercije

> Kako mozemo spretiti brzo oscilovanje vrednosti?

> Ako posmatramo veliki broj uzoraka neke slu¢ajne promenljive, tada moZemo
imati veliku varijansu, ali ako posmatramo njihove proseke, tada nemamo

» Mogli bismo da gradijentne pravce nekako uprosecujemo

» Metod inercije se zasniva na ideji akumuliranja prethodnih gradijenata, pri éemu je
znadaj starijih gradijenata manji, a novijih vedi,

> Umesto gradijenta u datoj tacki koristi ukupan akumulirani gradijent.

» Kako prosek nekih vrednosti manje varira nego same vrednosti, ovakva tehnika
dovodi do manjih promena pravca u gradijentu i ¢esto do povecanja brzine
konvergencije.
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Metod inercije

» pravac u kom se kre¢emo je pravac d

do=0
dk+1 = Brdk + ax VI (xk)

Xk+1 = Xk — di41

pri Cemu vazi 0 < By < 1
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Metod inercije

» pravac u kom se kre¢emo je pravac d
» kako izratunavamo d?

» na poletku ga inicijalizujemo na nulu

do=0

diy1 = Brdi +  VF(xx)
X1 = Xk — dky1

pri Cemu vazi 0 < B, < 1
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Metod inercije

vVvyVvYyy

pravac u kom se kre¢emo je pravac d
kako izratunavamo d?

na poletku ga inicijalizujemo na nulu
u svakom slede¢em koraku, na pravac
kojim smo se kretali u prethodnom
koraku dodajemo gradijent

taj pravac otezavamo nekim
koeficijentom [ a uz gradijent kao i
ranije imamo koeficijent «

tako e svako djy1 biti suma
gradijenata u prethodnim tatkama
Vif(x1),...,Vf(xk) koji su oteZani
koeficijentima « i 3

do=0
di41 = Brdi + aVF(xk)

Xk+1 = X — diy1

pri emu vazi 0 < By < 1
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Metod inercije

» tako Ce svako djy1 biti suma
gradijenata u prethodnim ta¢kama
Vf(x1),...,Vf(xk) koji su oteZani
koeficijentima « i 3

» pritom, Vf(xx) ¢e biti oteZano sa ay,
Vf(xk—1) e biti otezano sa ay_10k,
Vf(xk—2) Ce biti otezano sa
ak—2B8k-10Bk; - - -

» za [ traZimo da je strogo manje od 1
$to Cini da doprinosi starih gradijenata
eksponencijalno opadaju

dy=0
di+1 = Brdi + axV(xk)

Xk+1 = Xk — dit1

pri ¢emu vazi 0 < 3, <1
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Metod inercije

» tako imamo eksponencijalno
opadajucée doprinose starih gradijenata
tako da oni posle nekog vremena
postaju potpuno nebitni ali poslednjih
nekoliko gradijenata jo$ ima neku
teZinu i ne dozvoljava da novi pravac
tako lako odstupi od njih

» osnovni princip inercije je da ¢emo
nekako usrednjavati sve gradijente ali
tako da su stari manje bitni a da su
noviji bitniji i onda da se ne kre¢emo
uvek u pravcu gradijenta nego u
nekom novom pravcu koji usrednjava
te gradijente

do=0
dkt1 = Brdk + axVF(xk)
Xk41 = Xk — dky1

pri ¢emu vazi 0 < B, < 1
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Pregled

Nestorovljev ubrzani gradijentni spust
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Nestorovljev ubrzani gradijentni spust

» zanimljiv je po tome $to je asimptotski optimalan algoritam prvog reda
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> moZe se pokazati da je kod konveksnih funkcija sa LipSic neprekidnim gradijentom
njegova gredka reda O (), naspram O () u slu¢aju obi¢nog gradijentnog spusta
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Nestorovljev ubrzani gradijentni spust

» zanimljiv je po tome $to je asimptotski optimalan algoritam prvog reda

> moZe se pokazati da je kod konveksnih funkcija sa LipSic neprekidnim gradijentom
njegova gredka reda O (), naspram O () u slu¢aju obi¢nog gradijentnog spusta

» ako imamo informacije samo o prvim izvodima (nemamo druge izvode, $to moze

biti problemati¢no kod podataka visoke dimenzionalnosti), onda za konveksne
funkcije ne moze brze od O (%)
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Nestorovljev ubrzani gradijentni spust

» ova modifikacija je potekla iz
analitickog razmatranja i nema laku

geometrijsku interpretaciju,
do=0

dik+1 = Brdk + oV (xx — Brdk)

Xp+1 = Xk — dr41
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Nestorovljev ubrzani gradijentni spust

» ova modifikacija je potekla iz
analitickog razmatranja i nema laku
geometrijsku interpretaciju, .

» ne ratunamo gradijent u tacki u kojoj 0~
smo sada vec u onoj tatki u kojoj div1 = Brdk + Vi (xk — Brdi)
bismo bili da smo produZili jos malo u

_ Xk+1 = Xk — dk41
pravcu u kom smo se do sada kretali
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Nestorovljev ubrzani gradijentni spust

» ova modifikacija je potekla iz
analitickog razmatranja i nema laku
geometrijsku interpretaciju, .
. . - 0=
» ne ratunamo gradijent u tacki u kojoj
smo sada vec u onoj tatki u kojoj div1 = Brdk + Vi (xk — Brdi)
bismo bili da smo produzili jo§ malo u
P y . Xk+1 = Xk — dkt1
pravcu u kom smo se do sada kretali
» ova modifikacija &ini da algoritam
asimptotski brze konvergira

32/55



Pregled

Adam
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Adam

» Adam (eng.adaptive moment estimation)
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» Adam (eng.adaptive moment estimation)
P jedan od algoritama sa prilagodljivom duZinom koraka

» u dosadasnjim metodama, definiSemo kako se parametar o menja i ako smo to
lo%e definisali, nema kompenzacije, sporije ¢e konvergirati
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Adam

» Adam (eng.adaptive moment estimation)
P jedan od algoritama sa prilagodljivom duZinom koraka

» u dosadasnjim metodama, definiSemo kako se parametar o menja i ako smo to
lo%e definisali, nema kompenzacije, sporije ¢e konvergirati

P ideja Adama je da ipak proba da automatski koriguje duzinu svog koraka prema
delu funkcije u kom se trenutno nalazi

34/55



Adam

—

——

-
|

» Posmatrajmo dve funkcije razli¢itih nagiba
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Adam
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» Posmatrajmo dve funkcije razli¢itih nagiba

» U svakoj od njih imamo oznalenu jednu tacku iz koje potinjemo da trazimo
minimum
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» Posmatrajmo dve funkcije razli¢itih nagiba

» U svakoj od njih imamo oznalenu jednu tacku iz koje potinjemo da trazimo
minimum

» Kakav korak (koliko veliki) treba da bude u prvom a kakav u drugom slu¢aju?
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» Desno
P treba nam manji korak da ne bismo preskocili minimum
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» Desno
P treba nam manji korak da ne bismo preskocili minimum
> kad je nagib veliki, gradijent je po normi gradijent veliki a minimum nam je blizu,
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» Desno

P treba nam manji korak da ne bismo preskocili minimum

> kad je nagib veliki, gradijent je po normi gradijent veliki a minimum nam je blizu,
P ako krenemo da se krecemo proporcionalno tekucem gradijentu ici cemo jako brzo

i moZda ¢emo preskoditi minimum
36/55
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» Levo
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N

> Levo
» treba nam vedéi korak jer je nagib mali

——
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Adam

N
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L B
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> Levo

» treba nam vedéi korak jer je nagib mali

P kad je nagib mali, gradijent je mali, blizu nule

» ako krenemo da se krecemo proporcionalno tekucem gradijentu i¢i cemo jako
sporo, a deluje da minimum nije blizu, daleko je a mi idemo malim koracima ako

pratimo gradijent 37/55
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» Duzina gradijenta u ovim slu¢ajevima je upravo suprotna od onog $to bi trebalo
da bude
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Adam
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» Duzina gradijenta u ovim slu¢ajevima je upravo suprotna od onog $to bi trebalo
da bude
» Ako je tako dosledna, mozda to svojstvo moZemo upotrebiti
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Adam

» imamo dve pomoc¢ne promenljive mi v

mg = 0
vw=20
mgy1 = Bimy + (1 — B1)VF(xk)

V41 = 52Vk + (]. — Bg)Vf(Xk) ® Vf(Xk)
M1

Xkl = Xk — QU1 —
Vk+1 + €
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Adam

» imamo dve pomoc¢ne promenljive mi v

» m je analogon prethodno pomenutog
pravca kretanja d

mg = 0
vw=20
mgy1 = Bimy + (1 — B1)VF(xk)

Vi1l = Bgvk + (]. — Bg)Vf(Xk) ® Vf(Xk)
M1

Xk+1 = Xk — Q1=
Vik+1 + €
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Adam

» imamo dve pomoc¢ne promenljive mi v

» m je analogon prethodno pomenutog
pravca kretanja d

» m racunamo vrlo sli¢no kao d -
usrednjavaju se gradijenti zajedno sa
novim gradijentom koji im se
pridruZuje

mg = 0
vw=20
M1 = Brmi + (1 — 1)V F(x)

Vi1l = Bgvk + (]. — 52)Vf(Xk) ® Vf(Xk)
M1

Xk4+1 = Xk — Q41— F——
Vik+1 + €
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Adam
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imamo dve pomoéne promenljive mi v

m je analogon prethodno pomenutog
pravca kretanja d

m raunamo vrlo sli¢no kao d -
usrednjavaju se gradijenti zajedno sa
novim gradijentom koji im se
pridruZuje

to je pravac u kojem cemo se kretati

mQZO
V0:O

Myy1 = B1my + (1 — /31)Vf(Xk)

Vi1 = 52Vk =+ (1 — Bg)Vf(Xk) ® Vf(Xk)
M 41

Xkl = X — Ogp 1l — 7
Vk+1 + €
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Adam

» prilikom ra¢unanja v, ponovo se
akumuliraju gradijenti

mg = 0
vw=20
M1 = Bimy + (1 — B1)VF(x)
Vi1 = Bovi + (1 — ﬂz)Vf(Xk) ® Vf(Xk)
Myt 1

Xk+1 = Xk — Oék+1,\7+
Vk+1 T €
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Adam

» prilikom ra¢unanja v, ponovo se
akumuliraju gradijenti

» operacija ® predstavlja pokoordinatno
mnoZenje vektora u kojoj kao rezultat
dobijamo vektor sa kvadriranim
koordinatama gradijenta

mg = 0
Vo = 0
M1 = Brmg + (1 — B1)VF(xk)
Vi1 = Bovi + (1 — ﬂz)Vf(Xk) ® Vf(Xk)
M1

Xk+1 =:Xk‘*<1k+1“i:“‘;j*
Vk+1 T €
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Adam

| 2

>

prilikom raunanja v, ponovo se
akumuliraju gradijenti

operacija ® predstavlja pokoordinatno
mnoZenje vektora u kojoj kao rezultat
dobijamo vektor sa kvadriranim
koordinatama gradijenta

ako je gradijent bio veliki po normi,
dobijeni vektor ce biti jos veéi po
normi i obrnuto

mg = 0
Vo = 0
myy1 = Bimg + (1 — B1)VF(xk)
Vil = /32Vk + (1 — ﬂg)Vf(Xk) ® Vf(Xk)
M1

Xk+1 = Xk — Oék+1,\7+
Vk+1 T €
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» Analizirajmo koli¢nik m i v

M

mg=20
vw=2~0
M1 = Prmi + (1 = B1) V£ (x)
Vikp1 = Bavik + (1 — B2)VF(xx) © VF(xx)
M1

Xk+1 = Xk — Qg1 — 70—
Vik+1 + €
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Adam

» Analizirajmo koli¢nik m i v

» kada je nagib mali, gradijent nam
stalno pokazuje u istom pravcu i
pritom je mali po normi

M

L Sl

mg=20
vw=2~0
M1 = Prmi + (1 = B1) V£ (x)
Vikp1 = Bavik + (1 — B2)VF(xx) © VF(xx)
M 41

Xk+1 = Xk — Qg1 — 70—
Vik+1 + €
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» Analizirajmo koli¢nik m i v

» kada je nagib mali, gradijent nam
stalno pokazuje u istom pravcu i
pritom je mali po normi

» posto pokazuje stalno u istom pravcu,
m se nece razlikovati mnogo od tog
gradijenta

N

L Sl

mg=20
vw=2~0
M1 = Prmi + (1 = B1) V£ (x)
Vikp1 = Bavik + (1 — B2)VF(xx) © VF(xx)
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» Analizirajmo koli¢nik m i v

» kada je nagib mali, gradijent nam
stalno pokazuje u istom pravcu i
pritom je mali po normi

» posto pokazuje stalno u istom pravcu,
m se nece razlikovati mnogo od tog
gradijenta

» kod v, na maloj nizbrdici je gradijent
mali po normi pa ¢e kvadrat biti jo$
manji

N

L Sl

mg=20
vw=2~0
M1 = Prmi + (1 = B1) V£ (x)
Vikp1 = Bavik + (1 — B2)VF(xx) © VF(xx)
M 41

Xk+1 = Xk — Qg1 — 70—
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Analizirajmo koli¢nik m i v

kada je nagib mali, gradijent nam
stalno pokazuje u istom pravcu i
pritom je mali po normi

posto pokazuje stalno u istom pravcu,
m se nece razlikovati mnogo od tog
gradijenta

kod v, na maloj nizbrdici je gradijent
mali po normi pa ¢e kvadrat biti jo$
manji

koli¢nik m/v je vektor priblizno istog
pravca kao m samo je duZi jer smo
delili malim brojem

N

[ .5

mg=20
vw=2~0
M1 = Prmi + (1 = B1) V£ (x)
Vikp1 = Bavik + (1 — B2)VF(xx) © VF(xx)
M 41

Xk+1 = Xk — Qg1 — 70—
Vik+1 + €
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Adam

» Analizirajmo koli¢nik m i v

» kada je nagib mali, gradijent nam M
stalno pokazuje u istom pravcu i
pritom je mali po normi

[ .5

» posto pokazuje stalno u istom pravcu,
m se nece razlikovati mnogo od tog

gradijenta mo =0
» kod v, na maloj nizbrdici je gradijent vo=0
mali po normi pa ¢e kvadrat biti jo$
manji Mmy1 = Bimi + (1 — B1)VF(x)
> koli¢nik m/v je vektor priblizno istog Vier1 = Pavk + (1 = B2) VF(xk) © VI (xk)
pravca kao m samo je duZi jer smo Pkt
delili malim brojem Xkl = Xk = Qg1 e
Vik+1 + €

» na taj nadin ¢emo nizbrdicu brze predi
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Adam

» Analizirajmo koli¢nik mi v

- E—

M1 = Bimg + (1 — B1) VI (xk)
V4l = 52Vk —+ (1 — 52)Vf(xk) ® Vf(Xk)
m
Xk+1::Xk"ak+1‘iijjl‘*
Vk+1 + €
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Adam

» Analizirajmo koli¢nik mi v

» kada se nalazimo na velikoj nizbrdici,
minimum blizu pa postoji opasnost da
po¢nemo da preskatemo s jedne
strane minimuma i da vrlo sporo
konvergiramo

- E—

M1 = Bimg + (1 — B1) VI (xk)
Vil = 52Vk —+ (1 — 52)Vf(xk) ® Vf(Xk)
m
Xk+1 = Xk — Q41— = e
Vk+1 + €
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Adam

» Analizirajmo koli¢nik mi v

» kada se nalazimo na velikoj nizbrdici,
minimum blizu pa postoji opasnost da
po¢nemo da preskatemo s jedne
strane minimuma i da vrlo sporo
konvergiramo

» kakvo e biti m posle nekoliko takvih
oscilacija?

- E—

M1 = Bimg + (1 — B1) VI (xk)
Vil = 52Vk —+ (1 — 52)Vf(xk) ® Vf(Xk)
m
Xk+1 = Xk — CYI<+1,\k7Jrl
Vk+1 + €
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Adam

v

Analizirajmo koli¢nik m i v

kada se nalazimo na velikoj nizbrdici,
minimum blizu pa postoji opasnost da
po¢nemo da preskacemo s jedne
strane minimuma i da vrlo sporo
konvergiramo

kakvo e biti m posle nekoliko takvih
oscilacija?

kada akumuliramo oscilujuce
gradijente, prosek Ce biti mali zato sto
su neki od njih pozitivni a neki
negativni (skatemo levo-desno,
smerovi su suprotni)

- E—

M1 = Bimg + (1 — B1) VI (xk)
Vil = 52Vk —+ (1 — 52)Vf(xk) ® Vf(Xk)
m
Xk+1 = Xk — CYI<+1,\k7Jrl
Vk+1 + €
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Adam

» Analizirajmo koli¢nik mi v

- E—

Mit1 = Bimg + (1 — B1)VF(xk)
V4l = 52Vk —+ (1 — 52)Vf(xk) ® Vf(Xk)
m
Xk+1::Xk"ak+1‘iijjl‘*
Vk+1 + €
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Adam

» Analizirajmo koli¢nik mi v

» kada se nalazimo na velikoj nizbrdici |
b -

Mig1 = Bimy + (1 — B1)VF(xk)
Vi1 = Bavi + (1 — B2) VI (xk) © VF(xk)
M 41

Xk+1::Xk"ak+1‘fi“i;*
Vk+1 T €
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» Analizirajmo koli¢nik mi v
» kada se nalazimo na velikoj nizbrdici

» kakvo Ce biti v posle nekoliko takvih
oscilacija?

- E—

M1 = Bimg + (1 — B1) VI (xk)
Vil = 52Vk —+ (1 — 52)Vf(xk) ® Vf(Xk)
m
Xk+1 = Xk — Q41— = e
Vk+1 + €
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Analizirajmo koli¢nik m i v

kada se nalazimo na velikoj nizbrdici
kakvo ce biti v posle nekoliko takvih
oscilacija?

prosek gradijenata ¢e biti mali ali su
sa druge strane gradijenti po normi
veliki pa ce i v biti veliko

to znati da cemo u koli¢niku m/v
deliti mali broj velikim brojem i dobiti
jo% manji broj

na taj nacdin éemo nizbrdicu sporije
predi

- E—

M1 = Bimg + (1 — B1) VI (xk)
Vil = 52Vk —+ (1 — 52)Vf(xk) ® Vf(Xk)
m
Xk+1 = Xk — CYI<+1,\k7Jrl
Vk+1 + €
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to nije moguce kod gradijentnog spusta, gde postoji jedan parametar « koji
kontrolie duZinu koraka

Adam je u stanju da prilagodi duzinu koraka malo viSe po nekim pravcima nego

po drugim i samim tim efektivno menjajuéi pravac u kom se kre¢e u odnosu na
gradijent
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Adam

v

ova analiza ukazuje na jedno vrlo zanimljivo svojstvo Adama
Adam ¢e imati procene proseka i normi gradijenta (m i v), po svakoj koordinati

moZe se desiti da se po nekim koordinatama krece brzo a po nekim da se krece
sporo

to nije moguce kod gradijentnog spusta, gde postoji jedan parametar « koji
kontrolise duZinu koraka

Adam je u stanju da prilagodi duzinu koraka malo viSe po nekim pravcima nego
po drugim i samim tim efektivno menjajuéi pravac u kom se kre¢e u odnosu na
gradijent

kod Adama postoji efektivno preralunavanje brzine kretanja po razli¢itim
koordinatama nezavisno
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Pregled

Stohasticki gradijentni spust
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» Odaberemo xg najc¢e$ée nasumice

» U svakom koraku (k je redni broj koraka) se pomeramo u narednu tatku (xx) na
slededi natin:

Xk+1 = Xk — VI (xx)

» Kada primenjujemo gradijentni spust u masinskom u&enju, tada funkcija f
predstavlja funkciju greske koja se rauna po pojedina&nim instancama kojih moZze
biti mnogo

» Na primer, ako radimo sa slikama, svaka instanca je slika potencijalno visoke
rezolucije i ratunanje greske po svim instancama moZe biti vrlo skupo

» Pored toga, tu je i ograni¢ena brzina hardvera
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Gradijentni spust - podsecanje

Xk+1 = Xk — VI (xk)

» Naime, za neke modele maginskog u&enja (npr. za neuronske mreze) se kao
specijalizovani hardver koriste grafi¢ke kartice za matri¢ne operacije
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Gradijentni spust - podsecanje

Xk+1 = Xk — VI (xk)

» Naime, za neke modele maginskog u&enja (npr. za neuronske mreze) se kao
specijalizovani hardver koriste grafi¢ke kartice za matri¢ne operacije

» gradijenti ¢e se neuporedivo brZze izralunati na grafi¢koj kartici nego na glavhom
procesoru ratunara

> medutim, da bismo nesto radili na grafi¢koj kartici, moramo odgovarajuée podatke
prebaciti na njen RAM koji moZe biti nedovoljno veliki, mozda manji od RAM-a
racunara

» sa druge strane, i RAM ra&unara moZe biti mali u odnosu na celokupne podatke

» i sada, kad ho¢emo da ratunamo gradijent, onda ne bismo mogli da celokupan
skup podataka u¢itamo odjednom ve¢ bismo morali da to radimo prebacujuéi deo
po deo podataka sa hard diska

P pritom, ne pomeramo se nigde dok ne izra¢unamo gradijent i tek kada izratunamo

gradijent, moZemo da napravimo jedan korak u optimizaciji
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Gradijentni spust - podsecanje

Xk+1 = Xk — Oéka(Xk)

P za raunanje gradijenta smo potrosili mnogo vremena a, prisetimo se, taj gradijent
uopste ne mora biti optimalan pravac (ako su konture izduZene, to je vrlo lo3
pravac)
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Gradijentni spust - podsecanje

Xk+1 = Xk — Oéka(Xk)

P za raunanje gradijenta smo potrosili mnogo vremena a, prisetimo se, taj gradijent

uopste ne mora biti optimalan pravac (ako su konture izduZene, to je vrlo lo3
pravac)

> trosenje velike koli¢ine vremena za raunanje pravca koji ¢e nam doneti vrlo malo
napretka svakako nije ono $to bismo Zeleli

» ako ve¢ racunamo lo§ pravac, ho¢emo da ga raunamo vrlo jeftino
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Stohasticki gradijentni spust

» Gradijentni spust:
Xk+1 = Xk — aka(xk)
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Stohasticki gradijentni spust

» Gradijentni spust:
Xk+1 = Xk — Oszf(Xk)

» Pretpostavimo da se funkcija koju minimizujemo moSe predstaviti kao prosek
drugih jednostavnijih funkcija:

1 N
() = 5 D Fix)
i=1

» Funkcija greske koju éemo minimizovati u ML modelima ispunjava ovo svojstvo

» f; tu predstavlja istu funkciju primenjenu na razli¢ite delove promenljive x koji
predstavlja ceo skup podataka

50 /55



Stohasticki gradijentni spust
» Gradijentni spust:
Xk+1 = Xk — Oszf(Xk)

» Pretpostavimo da se funkcija koju minimizujemo moSe predstaviti kao prosek
drugih jednostavnijih funkcija:

1 N
() = 5 D Fix)
i=1

» Funkcija greske koju éemo minimizovati u ML modelima ispunjava ovo svojstvo

» f; tu predstavlja istu funkciju primenjenu na razli¢ite delove promenljive x koji
predstavlja ceo skup podataka

» Stohasti¢ki gradijentni spust podrazumeva da se novi korak izraunava prema
slede¢em pravilu:

Xk41 = Xk — o Vi (xx)
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Stohasticki gradijentni spust

» Gradijentni spust: xx11 = xx — ax V£ (xk)
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Stohasticki gradijentni spust

Gradijentni spust: xx11 = xx — ax V1 (xk)
Funkcija gredke: f(x) = % Z,N:l fi(x)
Stohasti¢ki gradijentni spust: xx11 = Xk — ax Vi(xk)

vVvyyvyy

Gradijent je zamenjen realizacijom nekog slu¢ajnog vektora koji je kolinearan sa
gradijentom

v

To nije bilo kakav slu¢ajni vektor veé slucajni vektor &ije je Eekivanje kolinearno sa
gradijentom
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Stohasticki gradijentni spust

vVvyyvyy

v

Gradijentni spust: xx11 = xx — ax V1 (xk)

Funkcija gredke: f(x) = % Z,N:l fi(x)

Stohasti¢ki gradijentni spust: xx11 = Xk — ax Vi(xk)

Gradijent je zamenjen realizacijom nekog slu¢ajnog vektora koji je kolinearan sa
gradijentom

To nije bilo kakav slu¢ajni vektor veé slucajni vektor &ije je Eekivanje kolinearno sa
gradijentom

Ako je otekivanje slu¢ajnog vektora kolinearno sa gradijentom, ne znadi da je
svaka njegova realizacija kolinearna sa gradijentom nego je olekivanje ta¢no na
liniji gradijenta a realizacije mogu odstupati
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Stohasticki gradijentni spust

» U stohasti¢ckom gradijentnom spustu, vektor gradijenta je zamenjen nekom
njegovom nepreciznom ali nepristrasnom aproksimacijom
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Stohasticki gradijentni spust

» U stohasti¢ckom gradijentnom spustu, vektor gradijenta je zamenjen nekom
njegovom nepreciznom ali nepristrasnom aproksimacijom

Nepristrasnom jer je ofekivanje vektora koji koristimo bas gradijent
Nepreciznom jer aproksimacija nije jednaka gradijentu (moZe odstupati)

Ispostavlja se da i dalje vaZe teorijske garancije konvergencije (metoda konvergira)

vVvyYvyy

Gubi se asimptotski na efikasnosti (nije vise % nego ﬁ)
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Stohasticki gradijentni spust
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Stohasticki gradijentni spust

> Funkcija greske: f(x) = & ZINZI fi(x)

» Stohasticki gradijentni spust: xx+1 = xx — ax VFi(xk)

» Analizirajmo raunanje koraka u stohasti¢ckom gradijentnom spustu

> U x,11 ¢emo dodi tako Sto ¢emo da se od xi kreCemo za korak « suprotno od
gradijenta izraunatog samo u odnosu na jednu od funkcija koju uprosecavamo

» U slu¢aju da radimo sa slikama, to znaci da ¢emo izraunati gradijent samo u
jednoj slici i odmah preduzimamo korak
» nec¢emo kao kod gradijenta da &ekamo da izraunamo funkciju gredke i njen gradijent
na svim slikama kao kod gradijentnog spusta nego samo na jednoj, pa se pomerimo,
pa na sledeéoj, pa se opet pomerimo i tako dalje
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Stohasticki gradijentni spust

P> Kako znamo da je vektor kojim smo zamenili gradijent predstavlja realizaciju
slu¢ajne promenljive &ije je ofekivanje gradijent?
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Stohasticki gradijentni spust

P> Kako znamo da je vektor kojim smo zamenili gradijent predstavlja realizaciju
slu¢ajne promenljive &ije je ofekivanje gradijent?

» Definisemo slu€ajnu promenljivu kao skup uzoraka koji su dati sabircima na
osnovu kojih se dobija funkcija greske: f(x) = & Z,N:l fi(x)
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Stohasticki gradijentni spust

P> Kako znamo da je vektor kojim smo zamenili gradijent predstavlja realizaciju
slu¢ajne promenljive &ije je ofekivanje gradijent?

» Definisemo slu€ajnu promenljivu kao skup uzoraka koji su dati sabircima na
osnovu kojih se dobija funkcija greske: f(x) = & Z,N:l fi(x)

» Oclekivanje tako definisane sluZajne promenljive je upravo prosek njenih uzoraka

» To znadi da uvek umesto proseka mozemo da uzmemo jedan sabirak koji ulazi u
prosek i da ga koristimo za izraunavanje gradijenta
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Stohasticki gradijentni spust

| 4

>

Kako znamo da je vektor kojim smo zamenili gradijent predstavlja realizaciju
slu¢ajne promenljive &ije je ofekivanje gradijent?

Definisemo slu€ajnu promenljivu kao skup uzoraka koji su dati sabircima na
osnovu kojih se dobija funkcija greske: f(x) = & Z,N:l fi(x)

Ocekivanje tako definisane slu¢ajne promenljive je upravo prosek njenih uzoraka

To znadi da uvek umesto proseka moZzemo da uzmemo jedan sabirak koji ulazi u
prosek i da ga koristimo za izraunavanje gradijenta

Na taj nacin pravimo napredak u optimizaciji - umesto da kao kod gradijentnog
spusta ¢ekamo da bude izraunat gradijent po svim podacima pre nego $to
napravimo korak u optimizaciji, sada ¢emo modi da izraunamo gradijent bilo
svake pojedina&ne slike bilo nekog podskupa celokupnog skupa slika (minibatch)
koliko moZe da stane u RAM grafi¢ke kartice i da ¢im izraunamo jednu turu
gradijenata, odmah to upotrebimo za dalje kretanje
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Stohasticki gradijentni spust

» Pomenuli smo da stohasticki
gradijentni spust ima loSiji asimptotski
red konvergencije

Slika 9.4: Ponasanje gradijentnog spusta i stohastickog gradijentnog spusta.
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Stohasticki gradijentni spust

» Pomenuli smo da stohasticki
gradijentni spust ima loSiji asimptotski
red konvergencije

» Zaista, kod stohasti¢kog gradijentnog
spusta bi¢e potrebno vise koraka nego
kod gradijentnog spusta ali je u prvom
slu¢aju duZina trajanja jednog koraka
mnogo manja nego u drugom jer se u
svakom koraku koristi samo jedna
instanca ili na manji podskup instanci

Slika 9.4: Ponasanje gradijentnog spusta i stohastickog gradijentnog spusta.
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Stohasticki gradijentni spust

» Pomenuli smo da stohasticki
gradijentni spust ima loSiji asimptotski
red konvergencije

» Zaista, kod stohasti¢kog gradijentnog
spusta bi¢e potrebno vise koraka nego
kod gradijentnog spusta ali je u prvom
slu¢aju duZina trajanja jednog koraka
mnogo manja nego u drugom jer se u
svakom koraku koristi samo jedna
instanca ili na manji podskup instanci

» Stohasticki gradijentni spust ima
veliku prednostu odnosu na Slika 9.4: Ponasanje gradijentnog spusta i stohastickog gradijentnog spusta.
gradijentni spust prilikom rada sa
redundantnim podacima
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